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We weten door het faseportret: doorschieten kan niet!
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What about Daphnia?
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Biologische populaties leven niet alleen

Ja, ehh, je kan ons wel opeten maar
we groeien lekker terug hoor!




Predator-prooi interacties

Bram van Dijk (hij/hem)
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Hoe hadden we populaties ook alweer gemodelleerd?

Exponentiele groei d_N =N — Aé{h\'\‘)'ﬂ_ O\P Gfdz'\

ds

o - d N
ogistische groel I — I’N(l _ _)
dz K

ot . dN N dN N
Logistisch |
moe% Iiirflf/deegtrl:)e E — bN(l o E) — dN E = DN — d(l T E)
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% Utrecht . . .
% § University Predator-prooi interacties en faseruimtes

Enkele ODE

dN |
—— = groei - sterfte
d?

Systemen van ODES

dProoi
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= groei - sterfte - afname door predatie!
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Enkele ODE

dN .
— = groel - sterfte
dz

Systemen van ODES

dProoi
dr

= groei - sterfte - afname door predatie!

dPredator

7 = groei door predatie - sterfte
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Enkele ODE

dN .
— = groel - sterfte
dz

Systemen van ODES

dProoi . .
= groei - sterfte - afname door predatie!
[
/Deze ODEs zijn dus gekoppeld!

dPredator

7 = groei door predatie - sterfte
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De wiskunde komt later wel: eerst aannames!

* De konijnen hebben dichtheidsafhankelijke geboorte b
* De konijnen sterven met een vaste snelheid d

* Predatie gebeurt met snelheid a. Hoe meer konijnen en vossen, hoe meer
predatie er zal plaatsvinden.
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De wiskunde komt later wel: eerst aannames!

* De konijnen hebben dichtheidsafhankelijke geboorte b
* De konijnen sterven met een vaste snelheid d

* Predatie gebeurt met snelheid a. Hoe meer konijnen en vossen, hoe meer
predatie er zal plaatsvinden.

* De groeisnelheid van vossen wordt uitsluitend bepaald door predatie
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De wiskunde komt later wel: eerst aannames!

* De konijnen hebben dichtheidsafhankelijke geboorte b
* De konijnen sterven met een vaste snelheid d

* Predatie gebeurt met snelheid a. Hoe meer konijnen en vossen, hoe meer
predatie er zal plaatsvinden.

* De groeisnelheid van vossen wordt uitsluitend bepaald door predatie

 Ook vossen sterven met een vaste snelheid &
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

(a)
R
b(1 - 2)

chl

p.c. birth konijnen

Dichtheid (R)
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

(a) (b)

R
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O
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0 0
0 L 0

Dichtheid (R) Dichtheid (R)
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

(a) (b) (C)
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

(a) (b) (C)
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

-

p.c. birth konijnen

p.c. birth vossen
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

dR
dz

R
bR(1-—)  — dK
K
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o
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

dR R
= bR(1 — —) — dR — ak
dt K
() (e)
d
dt R -
K Dichth:aid (R) .

Dichtheid vossen (I\)
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Laten we simpel beginnen: lineaire functies

dR
— = bR(1 — 5) — dR — aRk
dt K
(e)
d
— = cak —

.

=\

p.c. death
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dz

Predator-prooi interacties en faseruimtes

Laten we simpel beginnen: lineaire functies

R
bR(1 — —) — dR — aRk
L K
wax ot
calk _ )
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Eindproduct: een gekoppeld (2D) systeem van ODEs

dR

— = bR(1 — 5) — dR — aRk
dt K

d

— = cak — 0

19



AW . . .
%é H':n ht Predator-prool interacties en faseruimtes

Voorbeeld van meer dan 2 gekoppelde vergelijkingen
SIR-modellen

N=S+I+R -
a5 _ N @-@-€

S
— =b(l ——)5 —-dS — pSI
ds ( K) b

dI
— = SI—(d+ )] —rl

dR
— =171l — dR
dr
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Voorbeeld van meer dan 2 gekoppelde vergelijkingen
SIR-modellen

N=S+I+R -
a5 _ N @-@-€

S
—=b(l ——)§5 —dS — pSI
P
d/

— = BSI—(d+ &I -7l

dz
dR

— =171l —dR
dr
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Voorbeeld van meer dan 2 gekoppelde vergelijkingen
SIR-modellen

N=S+I+R -
a5 _ N @-@-€

S
—=b(1 ——)S = dS — /S]
T S
d/

— = BSI— (d+ 8] —rl
o /\j
dR
— =71l — dR

dr
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Voorbeeld van meer dan 2 gekoppelde vergelijkingen
SIR-modellen

N=§S+I1+R
o - @-@-6
= b(1 ——

S —dS — pSI
) p

S
dz

— =Sl —(d+ ) —rl
dR

— =71l — dR

dr?
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Voorbeeld van meer dan 2 gekoppelde vergelijkingen
SIR-modellen

N=S+I1+R
9 _ N as s - .?._' :
dt K

— =Sl —(d+ ) —rl
dR

— =71l — dR

dr?
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Beroemde ODEs voor predator-prooi interacties

dR R
—:b(l——)R— dR — aBRN
dt K S~ N~
S — sterfte konijnen predatie
geboorte konijnen
d/N
—— = caRN — N
dt S — N~

geboorte vossen  sterfte vossen

21
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Beroemde ODEs voor predator-prooi interacties

dR R

—— ——  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

d \

‘ "| »

!/ B

‘!» "lln'
|1$|‘ I".."-‘ ’ll ’|l| l"-:.'ll “:
L ¥/ | 9 J
——————— [ W — ] W
¥ | ",J‘ J "..‘,‘

geboorte vossen  sterfte vossen

Dit heet het Lotka-Volterra predator-prooi model

21
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Wanneer is er een evenwicht?

B _ o (1-LZ\YR_ 4R  — aRN
dt K S~ N~

————  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

d—N = caRN — N
dt N— S~

geboorte vossen sterfte vossen
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d/N

dt

Predator-prool interacties en faseruimtes

Wanneer is er een evenwicht?

=b(1—£)R— dR — aRN
K ~~~ S~

————  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

= caRN — oN
—— —~—

geboorte vossen sterfte vossen
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Wanneer is er een evenwicht?

R
—b(1-= )R- d — aRN
0 ( K)R R aR

————  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

d—N = caRN — N
dt N— S~

geboorte vossen sterfte vossen
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Wanneer is er een evenwicht?

R
—b(1-= )R- d — aRN
0 ( K)R R aR

————  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

caRN — oN
—— —~—

geboorte vossen sterfte vossen
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Wanneer is er een evenwicht?

R
—b(1-= )R- d — aRN
0 ( K)R R aR

————  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

0 caRN — oN

N—— N~

geboorte vossen  sterfte vossen '_, X _\/ =0

X= |-Y
V= 1=K

24
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We kennen het faseportret al...

‘“ﬁ‘,‘f'ﬁ“mw AN - kG- D))
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Wat gebeurt er met onze hoogte als we langs een hoogtelijn lopen?
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Wat gebeurt er met onze hoogte als we langs een hoogtelijn lopen?

-7 N
/,/
oy X
/ \\ & <l - \\
ek 4 5
, - = \_
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- ~
R N\
TN [ —
\ o g - -
/ o — S
s S AERESL il
o {) __

En wat als we juist haaks op de hoogtelijnen lopen?
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Dit 1s Joey
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ChatGPT4

Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van

28



§‘% Utrecht
%ﬂb University

ChatGPT4

Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van

28



§‘% Utrecht
%ﬂb University

ChatGPT4

Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van

28



%% Utrecht

University

ChatGPT4

Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van

28



%% Utrecht

University

ChatGPT4

Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van

28



§‘% Utrecht
%ﬂb University

ChatGPT4

Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van
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Predator-prool interacties en faseruimtes

Joey houdt niet van

ChatGPT4
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Joey houdt ook niet van rotsen

ChatGPT4
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Joey houdt ook niet van rotsen

ChatGPT4 ‘
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Joey houdt ook niet van rotsen
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Joey houdt ook niet van rotsen
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Joey houdt ook niet van rotsen

ChatGPT4
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Joey houdt ook niet van rotsen

Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de horizontale richting

Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de verticale richting

Geeft Joey’s voorkeursrichting aan

Stabiel punt: hier verplaatst Joey
niet meer

ChatGPT4

€
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Joey met net iets andere voorkeuren

- Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de verticale richting

mmw Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de horizontale richting

<_l Geeft Joey’s voorkeursrichting aan

() Stabiel punt: hier verplaatst Joey
niet meer

ChatGPT4

€
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Joey met net iets andere voorkeuren

- Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de verticale richting

mmw Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de horizontale richting

<_l Geeft Joey’s voorkeursrichting aan

() Stabiel punt: hier verplaatst Joey
niet meer

ChatGPT4
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Joey met net iets andere voorkeuren

- Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de verticale richting

mmw Als Joey hier overheen gaat,
draait hij in de horizontale richting

<_l Geeft Joey’s voorkeursrichting aan

() Stabiel punt: hier verplaatst Joey
niet meer
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Voor 2 ODEs: een “faseruimte”’
de - 8- dR

dR R

—— =bl1 _

dt ( K) i i
———  sterfte konijnen

geboorte konijnen

dN
b =-sN

— aRN
N——
predatie
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Ergens tussen ‘“‘weinig konijnen” en “veel
konijnen” zijn de pijltjes dus omgedraaid...

dt K S~~~ S~
————  sterfte konijnen  predatie

geboorte konijnen

d—R:b(l R)R— dR — aRN

32
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Ook de vossen (N) hebben nuliclines

d"‘T“'T
dit ——" N

geboorte vossen sterfte vossen

cah- ¢ =0 = caR= 5§

33
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De totale faseruimte met alle nullclines
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Faseruimte - Oplossingen (= grafiek! )

02 04 0.6

Dichtheden prooi/predator

Q
-
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Stel je voor: we voeren de konijnen bij
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Stel je voor: vossen gaan vaker dood
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» Met ODEs kunnen we ook veranderingen van meerdere populaties modelleren. Als dat twee
populaties zijn heet dat “2D”, maar je kan ook 3D, 10D, of 100D ODEs maken.
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» Met ODEs kunnen we ook veranderingen van meerdere populaties modelleren. Als dat twee
populaties zijn heet dat “2D”, maar je kan ook 3D, 10D, of 100D ODEs maken.

» Deze ODEs moeten wel aan elkaar gekoppeld zijn (anders zijn het gewoon 2 losse modellen!)

» We spreken dan van een systeem van ODEs, wat alleen in evenwicht is als alle vergelijkingen
gelijk zijn aan 0 (=niet meer veranderen)
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» Met ODEs kunnen we ook veranderingen van meerdere populaties modelleren. Als dat twee
populaties zijn heet dat “2D”, maar je kan ook 3D, 10D, of 100D ODEs maken.

» Deze ODEs moeten wel aan elkaar gekoppeld zijn (anders zijn het gewoon 2 losse modellen!)

» We spreken dan van een systeem van ODEs, wat alleen in evenwicht is als alle vergelijkingen
gelijk zijn aan 0 (=niet meer veranderen)

» Waar we voor 1 ODE een faseportret kunnen schetsen, hebben 2D ODEs een faseRUIMTE (2D),
waarin nullclines en een een zogeheten vectorveld staan weergegeven
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» Met ODEs kunnen we ook veranderingen van meerdere populaties modelleren. Als dat twee
populaties zijn heet dat “2D”, maar je kan ook 3D, 10D, of 100D ODEs maken.

» Deze ODEs moeten wel aan elkaar gekoppeld zijn (anders zijn het gewoon 2 losse modellen!)

» We spreken dan van een systeem van ODEs, wat alleen in evenwicht is als alle vergelijkingen
gelijk zijn aan 0 (=niet meer veranderen)

» Waar we voor 1 ODE een faseportret kunnen schetsen, hebben 2D ODEs een faseRUIMTE (2D),

waarin nullclines en een een zogeheten vectorveld staan weergegeven

* Nulllclines zijn lijnen waarop €én van de twee variabelen niet verandert
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» Met ODEs kunnen we ook veranderingen van meerdere populaties modelleren. Als dat twee
populaties zijn heet dat “2D”, maar je kan ook 3D, 10D, of 100D ODEs maken.

» Deze ODEs moeten wel aan elkaar gekoppeld zijn (anders zijn het gewoon 2 losse modellen!)

» We spreken dan van een systeem van ODEs, wat alleen in evenwicht is als alle vergelijkingen
gelijk zijn aan 0 (=niet meer veranderen)

» Waar we voor 1 ODE een faseportret kunnen schetsen, hebben 2D ODEs een faseRUIMTE (2D),
waarin nullclines en een een zogeheten vectorveld staan weergegeven

* Nulllclines zijn lijnen waarop €én van de twee variabelen niet verandert

» Waar nullclines samenkomen, is er dus sprake van een evenwicht, waarbij het vectorveld aangeetft
hoe de populaties naar het evenwicht toe zullen bewegen (of ervan weg, maar hier komen we in het
volgende hoofdstuk op terug!)
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